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 要  旨 
すべての点を含む単純閉路、すなわちハミルトン閉路をただ一つ含む無向グラフを，一意的
ハミルトニアングラフという．1946年，Smithは，3正則一意的ハミルトニアングラフが存在
しないことを証明した．1978年の Thomasonの成果から，任意の奇数 𝑘 に対して𝑘 正則一意的
ハミルトニアングラフが存在しないことが証明された．以降，𝑘 が偶数の場合が研究の対象と
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一方で k > 22の場合には一意的ハミルトニアングラフは存在しないことが知られ
ている [2, 7]．そこで，4 ≤ k ≤ 22の場合に k正則一意的ハミルトニアングラフが
存在するか，という疑問が生じる．
もし仮に，Sheehanの予想が正しく，4正則一意的ハミルトニアングラフが存在し



















本論でいうグラフ (graph)とは，無向グラフ (undirected graph)を指し，順
序対 (V,E) である．V,Eは集合で，V の要素を点 (vertex)という．特に断らない
限り，点の数 |V |を nで表す．E ⊂ 2V の要素は，V に属する異なる二つの点のみか
らなる集合であり，その集合を辺 (edge)という．a, b ∈ V が e = {a, b} ∈ Eを満




例 2.1. [グラフ] 図 1は，
V = {a, b, c, d}, E = {{a, b}, {a, c}, {b, c}, {c, d}}
で構成されるグラフ (V,E)を表す．
図 1: グラフの例．
グラフG = (V,E)に対して，部分点集合 V ′ ⊆ V および部分辺集合E ′ ⊆ E で構
成されるグラフG′ = (V ′, E ′)を，Gの部分グラフ (subgraph)という．特に，任意
の二点 u, v ∈ V ′に対して
{u, v} ∈ E ⇒ {u, v} ∈ E ′
を満たすとき，この部分グラフを，V ′が誘導するGの部分グラフ (induced sub-
graph)という．
Gから v ∈ V を取り除くとは，V から vのみを取り除き，Eからは vに接続され
る辺のみを取り除く操作を指す．
例 2.2. [部分グラフ] 例 2.1のグラフから bを取り除いたグラフ (V,E)は
V = {a, c, d}, E = {{a, c}, {c, d}}
からなり，これは元のグラフの部分グラフである．
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例 2.3. [誘導部分グラフ] 例 2.1のグラフGに対し，
V ′ = {a, b, c}, E ′ = {{a, b}, {b, c}}
で構成されるグラフG′はGの部分グラフである．しかし，誘導部分グラフではな
い．なぜならば，a, c ∈ V ′に対し {a, c} ∈ Eであるが {a, c} ̸∈ E ′であるからである．
点 vに隣接する点の数を，vの次数 (degree)といい，グラフのすべての点の次数
が kであるとき，そのグラフは k正則 (k-regular)であるという．
例 2.4. [正則グラフ] 図 2に示すグラフの各点に隣接する点の数，つまり次数がいず
れも 4である．したがって，このグラフは 4正則である．
図 2: 4正則グラフの例．
二つのグラフ G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2)に対し，V1 ∩ V2 = ∅であるとき，
G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)とする．
2.2 道
グラフ G = (V,E)において，長さ lの点の列 (v1, v2, . . . , vl) が次を満たすとき，
この列をG上の道 (path)であるという．
• ∀i ∈ {1, 2, . . . , l}, vi ∈ V .
• ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , l}, i ̸= j ⇒ vi ̸= vj.
• ∀i ∈ {1, 2, . . . , l − 1}, {vi, vi+1} ∈ E.
v1, vlを，この道の端点 (end vertex)という．端点 v1, vlを用いて，この道を Pv1vl
と表記することがある．
この道を逆順に並べた道 (vl, vl−1, . . . , v1)は，元の道と同じものとして扱う．




例 2.5. [道] 例 2.1のグラフをGとする．列 (a, b), (c, d), (a, b, c)はそれぞれG上の
道であるが，列 (a, b, c, b)は道の定義の第二項に反するので道ではない．
例 2.6. [道の表記] 例 2.5において，道 Pab = (a, b), Pcd = (c, d)の結合 (Pab, Pcd) =
((a, b), (c, d))から括弧を省略した列 (a, b, c, d)も道である．この道を (Pab, Pcd)のま
ま表記することがある．また，Pabと点 cの結合 (Pab, c) = ((a, b), c)から括弧を省略
した列 (a, b, c)も道である．この道を (Pab, c)のまま表記することがある．
2.3 閉路
グラフG = (V,E)上の道 (v1, v2, . . . , vl) に対して，{v1, vl} ∈ Eであり，かつ lが
3以上であるならば，列 (v1, v2, . . . , vl, v1)をG上の閉路 (cycle)であるという．
さらに，この閉路を使って
V ′ = {vi ∈ V | i ∈ {1, 2, . . . , l}} ,
E ′ = {{vi, vi+1} ∈ E | i ∈ {1, 2, . . . , l − 1}} ∪ {v1, vl}
で構成されるGの部分グラフC = (V ′, E ′) を，Gの部分閉路グラフということにす
る．部分閉路グラフが同じ二つの閉路は，同じものとして扱う．
任意のグラフの任意の部分閉路グラフにおけるすべての点の次数が 2となること
に注意する．また，閉路 C で構成される部分閉路グラフに辺 eが含まれるときは，
単に「Cは eを含む」と表現する．
例 2.7. [閉路] 例 2.1のグラフをGとする．列 (a, b, c, a)はG上の閉路である．この
閉路から，
V ′ = {a, b, c},
E ′ = {{a, b}, {b, c}, {c, a}} .
で構成された部分グラフC = (V ′, E ′)はGの部分閉路グラフである．道および閉路
は点の列であって，部分閉路グラフはグラフである．
例 2.8. [同一視される閉路] 例 2.7のグラフ Gにおいて，列 (a, b, c, a), (b, c, a, b),
(c, a, b, c), (a, c, b, a)はそれぞれG上の閉路であるが，これらのうちどの閉路から構
成されるGの部分閉路グラフ (V ′, E ′)も
V ′ = {a, b, c},
E ′ = {{a, b}, {b, c}, {c, a}} .
である．したがって，閉路 (a, b, c, a), (b, c, a, b), (c, a, b, c), (a, c, b, a)は同じものとし
て扱う．
道と同様に，二つの道P1 = (u1, . . . , um), P2 = (v1, . . . , vn)に対して点列 (u1, . . . , um,







グラフ (uniquely Hamiltonian graph)という．
一方，Gのハミルトン道 (Hamiltonian path)とは，G上の道で，Gに含まれ
る点をすべて含むものを指す．特に s-tハミルトン道とは，端点が s, tであるハミル
トン道を指す．
図 3: 一意的ハミルトニアングラフの例．
図 4: ハミルトン閉路の発見手順の例．H に含まれることが確定された辺を太い線
で，含まれないことが確定した辺を薄い点線で示している．






ここで，辺 {2, 6}がEH に含まれると仮定すると，Hは (1, 2, 6) という閉路から
構成されることを意味する．しかし，この閉路は点 3, 4, 5 を含んでいないため，ハ




したがって点 2における次数制約から，辺 {2, 3}はEHに含まれる（図 4(c)）．す























として任意に点 s ∈ V を選び，隣接する順に点列 P を構成していくだけである．点
列の長さが 1増えるごとに，その点列を含むハミルトン閉路の数を返すような再帰
関数を用いて，このアルゴリズムを実装する．
P は道を構成するが，やがて P に同じ点 vが二度含まれるときが来る．そのとき
には，次のいずれかに分かれ，ハミルトン閉路を見つけた場合に 1を，そうでない
場合には 0を返す．
vが起点 sと一致し，かつ P が V のすべての点を含んでいる場合 Pはハミルトン閉
路を構成している．P を表示し，1を返す．
vが起点 sと一致するが，P が V の一部を含んでいない場合 Pは閉路こそ構成して
いるが，部分閉路除去制約に反するのでハミルトン閉路ではない．0を返す．
vが起点 sと一致しない場合 P は道および閉路の定義に反している．0を返す．




Algorithm 1 Number of Hamiltonian Cycles
Require: グラフG = (V,E)
Ensure: Gのハミルトン閉路の数 a
a← 0
s ∈ V を任意に選択（大域変数として保存する．）
点列 P = (s)
for sに隣接するすべての点 v do





Require: グラフG = (V,E), 点 v ∈ V , 点列 P
Ensure: P を含む，Gのハミルトン閉路の数 a
a← 0
if P が vを含む then







P ← (P, v)
for vに隣接するすべての点 u do













例 4.1. [誘導部分グラフのハミルトン道] 図 5に示すグラフ G = (V,E)における，
S = {c, f, g} ⊂ V が誘導する部分グラフG′ = (S,E ′)を考える．道 (c, g, f)は c, fを
端点とするG′のハミルトン道である．
9





• G = (V,E)は 4正則グラフである．
• ある辺 e ∈ Eを含むGのハミルトン閉路が一つだけである．
Proof. e = {u, v}とする．Gを「コピー」して G′ = (V ′, E ′)とし，点 u, vに対応
する G′の点を u′, v′とする（図 6 (a)）．辺 {u, u′}, {v, v′}を追加して（図 6 (b)），
{u, v}, {u′, v′}を取り除いてできるグラフをG∗ = (V ∗, E∗)とする．すなわち，
V ∗ = V ∪ V ′
E∗ = E ∪ E ′ ∪ {{u, u′}, {v, v′}} \ {{u, v}, {u′, v′}}
である（図 6 (c)）．
このとき，図 6 (c)を見る通り u, v, u′, v′の次数は 4であり，その他の点はいずれ
も，隣接する点が増減していないから，次数は変わらず 4である．ゆえに，G∗は 4
正則グラフである．これから，G∗がハミルトン閉路を一つだけ含むことを示す．
V に属する点と属さない点（つまり V ′に属する点）の両方に接続される辺のう
ち，少なくとも二つはハミルトン閉路に含まれなければならない（部分閉路除去制
約）ので，該当する辺 {u, u′}, {v, v′}は必ずハミルトン閉路に含まれる．
ここで，元のグラフGの点集合 V が誘導する部分グラフにおいて u-vハミルトン





以上より，G∗ のハミルトン閉路は，二つの道 Puv, Pv′u′ と二辺 {u, u′}, {v, v′}を
使った (Puv, Pv′u′ , u)という閉路で，これだけである．
定理 4.1. ハミルトン閉路を二つだけ含む 4正則グラフが存在するならば，4正則一
意的ハミルトニアングラフは存在する．
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図 6: 補題 4.1の証明の図．(c)はG∗を表す．
Proof. ハミルトン閉路をただ二つ含む 4正則グラフをG = (V,E)とし，そのハミル











定理 4.2. 4正則一意的ハミルトニアングラフが存在するならば，(i) ハミルトン閉
路を二つだけ含み点が偶数個の 4正則グラフが存在する．また，(ii) ハミルトン閉
路を二つだけ含み点が奇数個の 4正則グラフが存在する．
Proof. (i)図7(a)に示すグラフ Ĝは，点p, qだけその次数が2で，他の点の次数は4で
ある．また，このグラフは，ハミルトン閉路を二つ（(p, b, d, q, c, a, p)と (p, b, c, q, d, a, p)）
だけ含むグラフである．ほかにハミルトン閉路が存在しないことは，計算機を使
って確認できる．さらに，いずれのハミルトン閉路も辺 {p, a}, {p, b}を含むので，
{a, b, c, d, q}が誘導する Ĝの部分グラフにおいて a-bハミルトン道は二つだけである．
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4正則一意的ハミルトニアングラフが存在すると仮定し，そのハミルトン閉路に
含まれる辺 {u, v}を任意に選ぶ．選んだ辺が取り除かれたグラフをG = (V,E)とお
く．このとき，uから vへ至るGのハミルトン道は一つだけである．
これから，ハミルトン閉路を二つだけ含む 4正則グラフ G∗ を生成する．まず，
G∗ = G∪ Ĝとして，Ĝから点 pを取り除き，替わりに辺 {u, a}, {v, b}を加える（図
7(b)）．端的に書けば，pをGに「置き換えた」こととなる．
図 7: 定理 4.2(i) の証明の図．(a), (b)は Ĝ, G∗を表す．
この時点でG∗はハミルトン閉路を二つだけ含むことに注意する（なぜなら，二
辺 {u, a}, {v, b}は必ずハミルトン閉路に含まれ，{a, b, c, d, q}が誘導する部分グラフ
の a-bハミルトン道が二つだけで，元のGの点集合 V が誘導する部分グラフの u-v
ハミルトン道Pu,vが一つだけだからである）．ゆえに，V ∪ {a, b, c, d}が誘導する部
分グラフの c-dハミルトン道は二つだけである．
続けて，GのコピーG′ = (V ′, E ′)を用意し（u, vに対応するG′の点を u′, v′とす
る），G∗にG′を加え，qをG′に置き換える．つまり，点 qを取り除き，替わりに辺
{u′, c}, {v′, d}を加える（図 7(c)）．
この操作でできたG∗は4正則グラフとなっている．またG∗において，二辺{u′, c},
{v′, d}は必ずハミルトン閉路に含まれ，V ∪ {a, b, c, d}が誘導する部分グラフの c-d
ハミルトン道が二つだけで，G′の点集合だった V ′が誘導する部分グラフの u′-v′ハ
ミルトン道 Pu′v′ が一つだけである．したがって，G∗のハミルトン閉路は二つだけ
で，(Puv, b, d, Pu′v′ , c, a, u)と (Puv, b, c, Pu′v′ , d, a, u)である．また，元のGの点の数
を nとすると，得られたグラフG∗の点の数は 2n+ 4となり，偶数である．
(ii)図 7(a)に示していたグラフの代わりに，図 8に示すグラフを Ĝとする．このグ




図 8: 定理 4.2(ii) のグラフ Ĝ.
例 4.2. [ハミルトン閉路を二つだけ含む 4正則グラフ] 仮に，点の数が 256であるよ
うな 4正則一意的ハミルトニアングラフが存在したとすると，定理 4.2(i)の手順に
より，2× 256 + 4 = 516個の点からなり，ハミルトン閉路を二つだけ含む 4正則グ












の数が pだけで点が n個の k正則グラフの集合をHp(n, k)で表すとする．
例 4.3 (正則グラフの集合の表記 (1)). 例えば，次に挙げる Smith [9]の結果から，
ハミルトン閉路を一つ，あるいは二つだけ含む 3正則グラフは存在しないことがわ
かる．したがって，任意の nに対して |H1(n, 3)| = |H2(n, 3)| = 0 が成り立つ．
事実 4.1 (Smithの系 [9]). 3正則グラフGがハミルトン閉路を持つならば，少なく
とも 3つのハミルトン閉路が存在する．
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例 4.4 (正則グラフの集合の表記 (2)). もし 4正則一意的ハミルトニアングラフが存
在しないならば，任意の自然数 nに対して |H1(n, 4)| = 0であり，また系 4.1から
|H2(n, 4)| = 0 となる．
定理 4.3. 4正則一意的ハミルトニアングラフが存在するならば，点が奇数個の 4正
則一意的ハミルトニアングラフが存在する．
Proof. 仮に 4正則一意的ハミルトニアングラフが存在するならば，定理 4.2から，あ
る正の奇数 noddと正の偶数 nevenが存在して，H2(nodd, 4), H2(neven, 4)は非空であ
る．任意にグラフGodd ∈ H2(nodd, 4)とGeven ∈ H2(neven, 4)をとる．
GoddとGevenはそれぞれ，ハミルトン閉路を二つだけ含む．定理 4.1の証明で述べ
た通り，これらのグラフにはそれぞれ，いずれか一方のハミルトン閉路のみに含ま
れる辺が存在する．それらの辺を {uodd, vodd} ∈ Godd, {ueven, veven} ∈ Gevenとする．
辺 {uodd, ueven}, {vodd, veven}を追加して，辺 {uodd, vodd}, {ueven, veven}を取り除い
てできるグラフをG∗ = (V ∗, E∗)とする．すなわち，
V ∗ = Vodd ∪ Veven
E∗ = Eodd ∪ Eeven ∪ {{uodd, ueven}, {vodd, veven}}
\ {{uodd, vodd}, {ueven, veven}}
である．
G∗は 4正則で，一意的ハミルトニアングラフになっている（理由は補題 4.1と同
様）．また，その点の数は nodd + nevenであるから奇数となる．













Proof. 図 9に示すグラフ Ĝは，ハミルトン閉路を三つだけ含むグラフである．その
三つとは，
• (p, p1, p3, r3, q3, q2, q, q1, r2, r, r1, p2, p)（図 10(a)），
• (p, p1, q2, q, q1, q3, p3, r3, r2, r, r1, p2, p)（図 10(b)），
• (p, p1, q2, q, q1, r2, r, r1, r3, q3, p3, p2, p)（図 10(c)）
である．
図 9: ハミルトン閉路を三つだけ含むグラフ Ĝ.
図 10: 定理 4.4の Ĝのハミルトン閉路．
4正則一意的ハミルトニアングラフが存在すると仮定し，そのハミルトン閉路に含
まれる辺 {u, v}を任意に選ぶ．選んだ辺を取り除いてできるグラフを三つ作り，そ
れぞれをGp, Gq, Grとする．また，u, vに対応するGi (i ∈ {p, q, r})の点を ui, viと
する．
15
Ĝを操作する．まず，点 pを取り除き，替わりに辺 {up, p1}, {vp, p2}を加える（p
をGpに置き換える）．次に，点 qを取り除き，替わりに辺 {uq, q1}, {vq, q2}を加え




図 11: 定理 4.4のG∗の図．
4正則一意的ハミルトニアングラフを使って，ハミルトン閉路を四つだけ含む 4正
則グラフを作ることもできる．そのために，事実 4.2を用いる．







ミルトン閉路C1, C2 のどちらにも含まれる辺 eが存在する．なぜならば，そのよう
な辺がなければ事実 4.2 より，第三のハミルトン閉路が存在することになるからで
ある．e = u, vとすると，uから vへ至るGのハミルトン道は二通りだけ存在する．
GのコピーG′を作り，u, vに対応するG′の点を u′, v′とする．GとG′を使って，
補題 4.1の証明と同じようにG∗を作る（G∗は図 6(c)のようになる）．G∗は 4正則
である．二辺 {u, u′}, {v, v′}は必ずG∗のハミルトン閉路に含まれる．また，元のG
の点集合 V が誘導するG∗の部分グラフの u-vハミルトン道が二つだけ，元のG′の






Proof. 図 12に示すグラフ Ĝは，ハミルトン閉路を五つだけ含むグラフである．そ
の五つのハミルトン閉路を，図 13, 図 14, 図 15に示す．
4正則一意的ハミルトニアングラフが存在すると仮定し，そのハミルトン閉路に
含まれる辺 {u, v}を任意に選ぶ．選んだ辺を取り除いてできるグラフを三つ作り，
Gx, Gp, Gqとする．また，u, vに対応するGi(i ∈ {x, p, q})の点を ui, viとする．
Ĝを操作する．まず，点 xを取り除き，替わりに辺 {ux, x1}, {vx, x2}を加える（x
をGxに置き換える）．次に，点 pを取り除き，替わりに辺 {up, p1}, {vp, p2}を加え




図 12: ハミルトン閉路を五つだけ含むグラフ Ĝ.
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図 13: 定理 4.6の Ĝのハミルトン閉路 (1)．
図 14: 定理 4.6の Ĝのハミルトン閉路 (2)．
図 15: 定理 4.6の Ĝのハミルトン閉路 (3)．
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得る．前者のグラフをG2 = (V2, E2), 後者のグラフをG3 = (V3, E3)とする．G2, G3
にはそれぞれ，どのハミルトン閉路にも含まれる辺が一つ以上存在する（例えば，
定理 4.2のG∗における辺 {a, u}, 定理 4.4のG∗における辺 {up, p1}が該当する）の
で，そのような辺をG2, G3から一つずつ選び，それぞれ {u2, v2}, {u3, v3}とおく（図
17(a)）．u2から v2へ至るG2のハミルトン道は二通りだけ，u3から v3へ至るG3の
ハミルトン道は三通りだけであることに注意する．
補題4.1の証明と同じように，辺{u2, u3}, {v2, v3}を追加し（図17(b)），辺{u2, v2},
{u3, v3}を取り除いてできるグラフをG∗ = (V ∗, E∗)とする（図 17(c)）．すなわち，
V ∗ = V2 ∪ V3
E∗ = E2 ∪ E3 ∪ {{u2, u3}, {v2, v3}} \ {{u2, v2}, {u3, v3}}
である．






図 17: 定理 4.7の証明の図．(c)はG∗を表す．
4.2.2 この節のまとめ
4正則一意的ハミルトニアングラフが存在するとしたら，そのグラフを使うこと
でハミルトン閉路の数がちょうど p ∈ {2, 3, 4, 5, 6} であるような 4正則グラフを作
ることができる．pが 7以上だとしても，ハミルトン閉路の数がちょうど pの，次数














補題 4.2. 4正則一意的ハミルトニアングラフが存在するならば，点の数が二倍の 4
正則一意的ハミルトニアングラフが存在する．
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Proof. 4正則一意的ハミルトニアングラフ Gのハミルトン閉路に含まれる辺 e =















Proof. 点の数を nとする 4正則一意的ハミルトニアングラフGが存在すると仮定す












• 系 4.1から，ハミルトン閉路を二つだけ含む 4正則グラフの存在性を決定でき
れば，Sheehanの予想を解決することができる．
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• 系 4.2, 系 4.3から，点の数を奇数，あるいは偶数に制限して Sheehanの予想を
解決できれば，制限なしの予想も解決することができる．
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